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功能梯度材料稳态热传导方程的分层精细指数法 i

蓝林华，富明慧 9 高文乐
(中山大学应用力学与工程系， 广东广州 510275 )

摘 要: 提出了功能梯度材料稳态热传导方程的分层精细指数化法 ( Layered Exponential Precise Method , 

LPEM ) 。首先将稳态热传导方程单向离散 ， 转化为沿厚度解析的常微分边值问题。 然后将厚度 M 等分 ， 利用相

邻结点间状态参量的精细积分关系式，将常微分边值问题转化为一个几乎无离散误差的代数方程组，并给出合

并消元的递推公式。 对于热传导系数沿厚度指数或者分段指数规律变化的情况 ， 该方法具有极高的精度与效率;

对于更一般的情况 ， 提出了将热传导系数沿厚度分段指数化的求解方法。算例的结果证明了该文方法的有效性。
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Abstract: An efficient algorithm (Layered Precise Exponential Method , LPEM) of steady heat conduc­

tion equation is presented for Functionally Graded Materials (FGMs). Firstly the steady-state heat con­

duction equation is discretized equidistantly along the thickness direction with the discrete number M and 

then is changed into analytic Ordinary Differential Boundary Value .Prohlem ( ODBVP ) . Secondly alge­

braic equations which have almost no discretization error are established from the ODBVP hy using of the 

precise integral relations of the state parameter hetween adjacent points , and then the recursion formula 

for elimination is given from upper algehraic equations. The results of Layered Precise Exponential Meth­

od have both good accuracy and good efficiency when the function of thermal conductivity is constant-type 

or exponential , and when the function of thermal conductivity is other forms of continuous and smooth 

function. The method also applies as long as the layered exponential approximation model is adopted. The 

numerical examples are presented to demonstrate the effectiveness and reliability of the proposed method. 

Key words: Functionally Graded Materials ( FGMs ) ; steady heat conduction equation; Layered Precise 

Exponential Method ( LPEM ) ; two-point houndary value prohlems; the recursion formula for elimination 
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强度、缓和热应力等目的。这一概念和设想最早是

由日本学者新野正之、平井敏雄[ 1 ] 于 1984 年提出

来的，目前功能梯度材料的研究已经成为材料科学

领域的前沿热点之一。

功能梯度材料 ( Functionally Graded Materials , 

简称 FGMs ) ，是一种材料性质和功能沿厚度方向

呈连续变化的新型材料，它通过连续改变两种材料

的组成和结构，使其内部界面消失，从而达到增强
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在过去的 20 年里，各国学者开展了大量的研

究工作， Wa吨等[2J 用元网格方法对功能梯度材料

进行了热力学分析，该文利用模拟方程理论从原始

的非均质系统得到等效的均质系统，随后利用基本

解方法和径向基函数分别构造了系统的近似部分和

补充部分，最后根据位移和边界条件求得满足控制

方程的所有边界条件。陈建桥等[3 J 将元 网格

Petrov-Galerkin 方法应用于功能梯度材料的三维热

传导问题，文中讨论了物性变化和材料组成对计算

结果的影响。 üchiai[4 J 采用边界元方法讨论了含热

源的稳态热传导问题 ， 同时用区域积分法改进了边

界元方法并把它运用到功能梯度材料的热传导问题

中。陈伟球等[ 5 J 用分层近似常数化的方法研究了

功能梯度矩形厚板的三维热弹性分析，文中将厚板

分成厚度足够小的若干薄层，并将每一层的材料参

数近似为常数来进行求解分析，这种近似模型虽然

比较粗糙 ， 但形式简单，便于应用，有一定的适用

性，特别是分层近似模型取得合理时，得到的结果

精度会明显提高[6J 0 Chen 等 [7J 结合直接法和伴随

矩阵法得到功能梯度材料稳态和瞬态热传导问题的

灵敏度方程并进行了分析 ， 随后利用精细积分法求

解了功能梯度材料的瞬态传热问题。精细积分法最

初是应用于结构动力分析的方法[8] ， 但由于具有

精度高、稳定性好等优点 ， 因此迅速被推广到热传
导问题[仁 ll J 。

本文针对功能梯度材料的稳态热传导问题提出

了分层精细指数法。该方法首先将空间分成离散方

向和解析方向，一般取厚度方向为解析方向 ，另外

一个 ( 二维 ) 或者两个 ( 三维 ) 方向为离散方向;

然后利用精细积分法计算传递矩阵并建立热传导方

程边值问题的区段代数方程组;最后针对边界条件

导出合并消元的递推公式和回退求解公式。由于递

推公式中直接利用了传递矩阵的结果，因此递推合

并消元过程具有很高的效率和精度，当热传导系数

为常数或指数形式时 ， 该方法得到的结果可以认为

在解析方向是精确的;当热传导系数为其他连续光

滑函数时，利用分层指数化模型，该方法得到的结

果可以认为沿解析方向是分层解析的，因此也称本

文方法为分层精细指数法 (Layered Precise Expo­

nential Method , LPEM ) 。

1 常数型或指数型物性系数的稳态热

传导问题

1. 1 空间的离散及问题的转化

考虑三维矩形区域上的稳态热传导边值问题

(α ( z ) ( 告+生) +立(α ( z ) 纠+ g (川对 =0
\χ ðl J . ðz \ I.Ñ \ '" J ðz 

l ( x ， y ， z ) ε0ψ( x ， y ， z ) = η ( 克 ， y ， z ) (χ ， y ， z ) ε θ。

( 1 ) 

其中， ψ ( 元 ， y ， z ) 是所要求的温度分布场， α ( z ) 为热

扩散系数， 0 为区域内部 10 <元<竹;0 < Y < Yf ; 

o < z < 剂， θ0 为区域边界， g ( 元 ， y ， z ) 为空间热

源场 ， η ( χ ， y ， z ) 为已知的边界温度场。

方程( 1 )的控制方程可以化为

(告+兮 +Ef引+旦但+主= 0 ( 2 ) 
ðxL. ðy'" ðzL. / α ðz α 

其中 a - 芋，对于常数型或指数型热扩散系数
。z

α ( z ) = 马eλz ， 比值旦为一常数 λ 。取厚度 z 方向
α 

为解析方向 ，另外两个方向为离散方向，网格步长

为 h1 X 儿 ， 离散网格数为 (m+ l) X(n+ l) ， 如

图 1 所示。
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图 1 矩形域的网格划分

Fig. 1 Grid division of rectangular region 

式 (2) 中的二阶导数采用中心差分 ， 离散得到

mn 阶的刚度矩阵记为 Kmn' 同时记

q = [q l q2 … qmn] T = 

['P ll 伊 1 2 …'P2 1 伊22 … 4ρ]T

P = [P l P2 … Pm)T -

去[伊 11 伊 1 2 伊2 l hh]T
其中 ψ'J为离散后的节点温度， 则式 ( 2 ) 可以化为

(4)(O IntFL)/们(~)1 = 1 __ "00 " 11 ~ 1 + 1 ~ 1 ( 3 ) 
þJ 飞 - Kmn - λx Imn川 pJ 飞 r J

其中 r = r( z) 是与热源场 g ( 劣 ， y ， z ) 和边界温度场

ψ归 ， y ， z ) 有关的非齐次项 ， Imn 表示 mn 阶的单位矩

I 0 L \ I n\ 
阵。记 H = I - - mn 1 , v = I '1 I , f = 

飞 - Kmn 一 λ × Imn/ 飞 pl
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。 。方程( 1 )变为如下边值问题
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( 4 ) 
Yi =v/ ， i= 2 ， 3 ， … ， M 一 1

( 8 ) 

通常情况下 ， 此类块三对角方程可考虑用块追

赶法进行求解 [ 1 3 J 。块追赶法可由左向右追赶 ， 也

可由右向左追赶 ， 或者由两端向中央追赶。 当 BZ1

不存在时 ， 只能采用由右向左追赶的方法，当 BZ1

和 B~' 均不存在时，将不能用块追赶法进行求解。

下面研究方程 (8) 的一种高效消元法一一递

推合并消元。

为了让消元过程能够以一定形式递推下去 ， 取

M = 2z + 1 ， 利用第 2 条方程消去第 1 条方程的第

2 项 ， 用第 M - 1 条方程消去第 M 条方程的第 1

项，用第 2、2 i + 2 (i = 1 ,2 ,… , ( z - 3 ) /2 ) 条方程

消去第五+ 1 条方程的第 1 ， 3 项，得
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至此，三维稳态热传导边值问题转化为式 ( 6 ) 形

式的边值问题，该问题中自由度 ( qi ，pJ , ( i =0 ,1 , 
… ，M) 的总个数为 ( 2M + 2 ) 个，其中 (qO ， qM) 为
己知 ， 故未知量为 2M 个。又由于方程总数也为

2M个 ， 所以原问题可求解。

1. 2 递推合并消元

m q
b 

FI 
‘
、B
E
E
-

-

E
E
F
J

句
，"

句
L

T
川

已
将 T ， 川用分块记法 T= ( ;:

-s

·l 

. 
-

其中
B jl) I:J并引入新变量 U， = (川 ， i =12 ，

= BL - CB-1A ， B~i) = BR - AB -1 C, 
B(I) = B - AB-1 C - CB-1A , 

C(I) =-CB-1C,A(l ) =-AB-1A , 
ujl) =ULI(i =12 ，… ， ( M + 1 )/匀，
对 l ) =yl -CB -l Y2 ， yjl) =YLl -

AB-1Y2i_2 - CB-1
Y2J i = 2 ,3 ,… , ( M - 1 )/2 ) , 

Y(M+l)/2 (l) =YM-AB-l YM-1(10) 

这样经过一次消元，方程的数目将变为 M(I)

( M + 1 )/2 = 2川 + 1 条， 因此类似的过程可以递

推下去，经过 z 次递推消元后，方程变成 2 条

( Bj)1 )川 = / :: )A(z) B ~z ) 飞 ui z ) J 飞 了)

(工
1

) 
， 代入边界条件，方程

Y1 

Y2 

YM-l 

YM 
( 7 ) 

(v= HV +f 
q(O) = ψ I z =o ， q( Zj) = 'P l z = η 

将区间 [0 ,Zj J 均匀划分为 M 份 ， 则步长为 Llz = 

Zj/M 0 记 Zi = iLlz , qi = q (川 ， Pi = p(川 ， 则

V i+1 = n勺 + V i: 1 (i - 0 ,1 ,… ,M- l) ( 5 ) 

其中 T = exp( HLlz ) 是传递矩阵 ， 它可用文献 [8J

中的指数矩阵运算技巧精确求得，

儿 1= JAZ仅川( Ll z 一川z + z) 

(4) 的特解 ， 可按文献 [ 12 J 的方法给出 ， 也可

用数值积分的方法计算。

式 ( 5 ) 可进一步写成矩阵形式
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c(z) ( B~z) ) -1 y~z) ) 

U~z) = ( B~z) _ A (z) ( BlZ
) ) -1 C(z) ) -1 (y~z)一

A(Z) (BlZ)) -ly;z)) ( 12 ) 

注意到 ujz) 、 ujz) 即为 U 1 、句，按照消元的逆过程

回代便可求出问题的全部解答。

如果采用块追赶法对方程 (7) 进行求解 ， 所

需矩阵求逆的次数为 2Z + 1 ，矩阵乘法次数为 2γz什+

一 1 0 而按式(仰9) - (υ12幻) ，矩阵求逆次数仅为 z

+ 1 ，矩阵乘法次数为 6缸z + 2 0 由此可见当 z 较大

时，本文递推方法较块追赶法能大幅度提高计算效

率，特别是当 BZl 和 B~1 均不存在时，此时块追赶

法已经失效，但经过 z 次迭代后 ， Bjz) 和 Bt) 的性

态也会变好，从而让方程 (11 )可求解。

2 其他形式物性系数的稳态热传导问题

上一节讨论了常数型和指数型物性系数的稳态

热传导问题 ， 对于其他形式物性系数的稳态热传导

问题，此时式 (4) 中的系数矩阵 H将不再是常数

矩阵，它将是关于坐标 z 的变系数矩阵 H(z) 二

o L__ '\ 

K 
α 1 ，这样，原来的式 (4) 将变成

α/ 

(v=H(Z)V+f J ( 13 ) 
q(O) = ψ I 

Z= o,q(zf) = ψ I 
Z = γ 

此时，只要把物性系数沿解析(厚度)方向分层

指数化(即用指数型函数 α;(z) = ι矿产对物性系
数进行分层拟合)后，上一节的求解方法同样适

用。此时的方程 (5) 变为

lJ i+ 1 = Ti+ 1 lJ i + lJi: 1 (i = 0 ,1 ,… ,M -1) ( 14 ) 

其中 Ti+ 1 = exp ( Hi + 1 T ) , 

I 0 L_ \ 
Hi + 1 = I '"'' I ( 15 ) 

飞 - Kmn 一 λ 1 X Imn! 

式 (6) 也相应变为

一引 ι 
- T2 ι 

U O 
本mu 

U 

iiitl 
- T" , 1" 11 VM- 1 1 1 们

川 -1 - Lnln 11 
_- -

1 1 vM-l 

- T" I ,,_ Jl VM J \ q , 
川 LJWιJ 飞 J 、 VM

( 16 ) 

参照上一节的做法，式( 13 )可以化成一般

的块三角系统

Aiui_1 + Biui + CiU i+1 = Yi' i = 1 ,2 ,… ,M ( 17 ) 

其中τ
 

, 

10 - T." \ 
A , = O.k = I ". I . i = 2.3 … M 

飞 o - Ti2[ ! 

I 0 0 \ 
C" = O.C; = I I.i = 2.3. … .M 
川'飞lmn O! 

_ 

I - T,w , 0 \ I 一 T"" \ 
B" = I

…~ I.B; = I
山

l
…飞

- T M22 lmn! 飞- Ti22 ! 

i = 1.2 … ,M -1 
( T111 \ I l m ,,\ 

Yl 二 V 1 + I 一 Iqo 'YM = VM - I IqM 
飞 1'121/ 飞 o / 

Yi = V i" ,i = 2 ,3 ,… ,M - 1 ( 18 ) 

式 (17) 同样可以用上一节的递推合并消元法进

行合并消元求解，本文不再详细叙述。

3 算例

例 1 二维矩形域的稳态热传导问题(如图

2 ) ，求解区域仁= 5m; ly = 2m ，边值温度为中l

=中2 中4 = 0 ， φ3 -叫于)叫子) 0 取 x 方向

为离散方向 ， Y 方向为解析方向。

吕

平y

ly I 吭 φ2 

φl 
斗'

x 。

图 2 矩形域稳态热传导示意图

Fig. 2 Stated heat conduction in rectangular region 

当热扩散系数为常数即 α(Y) = 画。时，用分离

变量法可以得到该问题的解析解答 (Analytical So­

lution , AS) 

φ(x ,y) = 叫于) sinh( 于) ( 19 ) 

则 y 方向的温度梯度 φy 为

φ= 处=旦sin(叫cosh(叫 (20)y Jy lx 飞 l_l 飞 II

图 3 给出了温度场等值线分布比较图，其中实线为

解析解答 (AS) ，虚线为本文方法结果 (LPEM) , 

空间离散时采用 50 x 129 的均匀网格;图 4 给出了
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y = O 和 y = 2 的温度梯度 φy 分布图，其中实现和

虚线为解析解答 ( AS ) ， 实心点与空心点表示本文

方法结果 ( LPEM ) ， 从结果可以看出，本文的计

算结果与解析解答十分吻合。

的温度沿 y 轴的变化曲线，空间离散采用 40 x 33 

的均匀网格，考虑了 κ 的 5 种不同取值。从图中可

以看到，梯度参数 κ 越大，内部点的温度越高。

蓝林华等:功能梯度材料稳态热传导方程的分层精细指数法第 4 期11llrj 
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40 x257 

0.219 

表 1 CPU 计算时间比较

T'he comparison of CPU computation time 

4o x 33 40 x 65 40 x 129 

CPU time/ s 

0.172 0.187 

9.516 

O. 156 

1. 703 

Table 1 

Grid 

Method 

LPEM 

FEM 

图 5 功能梯度材料中心轴 (x =2.5 m) 温度变化曲线

Fig.5 Temperature curve at central axis ( 元 =2.5 m) 
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图 3 温度场等值线分布图

Fig. 3 Temperature field isograms 
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例 2 任意物性系数功能梯度材料的稳态热传

导问题。求解区域和边界条件与例 1 相同，热扩散

系数取如下幕函数形式 (也可以为其他任意形式)

的问l咛)川 -(刊
其中马l 和马2 代表两种均匀材料的热扩散系数 ， k 为

梯度指标，如果 k = 0 ，则表示均匀材料 ， 本文取

x 方向为离散方向 ， y 方向为解析方向。用指数函

数 αι ( y ) = α i exp ( KiJ ) 对式 ( 22 ) 进行分层拟合 ，

图 6 给出了热扩散系数 ( 马 1 = 0.1 ， 马2 = 0 . 8 ,k = 
0 . 8 ) 拟合前、后的变化曲线图。从图中可以看

出，即使解析方向划分层数很少(只有 5 层 ) ， 拟

合后的曲线己经跟拟合前比较接近 ， 而且解析方向

划分层数增多的话拟合的效果会更好。

图 7 给出了两种不同材料在同一视角下区域的

温度场分布图 ， X 方向离散网格均为 40 ，解析方向

网格数均为 33 。 其中图 7 (a) 材料的梯度指标 k

= O. 8 ，图 7 ( b ) 材料的梯度指标为 k =O ， 表示

均匀材料 ， 其他条件与上面相同 ， 从图中可以看

出 ， 温度分布除了在边界上一样外，材料 a 的域内

温度要略高于材料 b 的温度。

1.5 

也
冈
口
白

白

E .... 
主 0. 5

1.8 

1.6 

1.4 

1.2 

μ 1.0 

总 0. 8

吕 0.6
0.4 

0.2 

0.0 

-0.2 

( 22 ) 

5.0 

图 4 y 方向温度梯度分布图

Temperature gradient distribution along y axis 

4.0 2.0 3.0 
x/m 

1.0 

Fig. 4 

对于指数型功能梯度材料，其热扩散系数取如

下形式

α ( y ) = α。 X exp ( KY) ( 21 ) 

其中 κ 为梯度参数或者梯度指标。本文针对不同的

梯度指标和不同 的网格划分分别用本文方法

( LPEM ) 和常规的有限元法 ( FEM ) 进行了求解 ，

求解区域和边界条件均与上例相同。

表 1 给出了两种方法在马。 二 0.5 ， κ= 0. 2 时的

CPU 计算时间比较 ， 空间离散分别采用 40 x 33 、

40 x 65 、 40 x 129 、 40 x 257 的均匀网格 ， 两种方法

均在同一台电脑 ( Intel Core2 6300 + )进行运算。

从表中可以看出对于指数型功能梯度材料 ， 本文方

法有良好的计算效率;表中的虚横线表示内存溢

出，导致元法计算 ， 从表中可看出本文方法可以计

算更大规模的网格。图 5 给出了 x = 2.5 m 位置上
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图 7 不同材料的温度场分布图

Fig. 7 Temperature distribution for different materials 

4 结论

针对功能梯度材料的稳态热传导问题，本文提

出了一种有效的求解方法一二分层精细指数法

( Layered Precise Exponential Method , LPEM ) 。当热

传导系数为常数或者指数型函数时，热传导系数的

稳态传热方程，本文的方法效率与精度兼而有之，

当热传导系数为其他连续光滑函数时，采用分层指

数近似模型，该方法同样适用，本文的算例证明了

本文方法有效性与适用性。
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